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ВВЕДЕНИЕ  

 

Дисциплина «Модели и методы планирования экспериментов» направлена на под-

готовку магистрантов к самостоятельной деятельности в области организации и проведения 

научных исследований и имеет цель дать необходимые для практической деятельности зна-

ния по многомерному анализу данных и математическим методам планирования экспери-

ментов. Материалы для изучения дисциплины  и выполнения лабораторных работ (кон-

трольных заданий) представлены в курсе на портале do.scif [1]. Дополнительные материалы 

можно найти в источниках [2-8]. 

В результате освоения дисциплины «Модели и методы планирования эксперимен-

тов»  у обучающегося должны сформироваться определенные учебным планом компетен-

ции, и магистрант должен: 

Знать: модели предметных областей информационных систем и методы планирова-

ния экспериментов. 

Уметь: разрабатывать планы экспериментов и синтезировать модели  процессов и 

объектов предметных областей; оценивать эффективность экспериментов и качество моде-

лей; профессионально эксплуатировать современное оборудование и приборы. 

Владеть: навыками разработки  и исследования теоретических и экспериментальных 

моделей объектов профессиональной деятельности; работой с пакетами прикладных про-

грамм математической статистики, Matlab, Mathcad, MS Excel. 

Для достижения поставленных целей изучения дисциплины учебным планом преду-

смотрены лекции, лабораторные занятия, контрольная работа (заочная форма обучения), 

самостоятельная работа и оценка результатов обучения по дисциплине. 

 

1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 

1.2. Выборки, корреляционный, дисперсионный и регрессионный анализ 

данных 

Математическая статистика – наука, изучающая методы исследования закономер-

ностей в массовых случайных явлениях и процессах по данным, полученным из конечного 

числа наблюдений за ними, с целью получения вероятностно-статистических моделей слу-

чайных явлений. 

  При проведении различного рода исследований приходится изучать отдельные 

признаки больших совокупностей однородных объектов. Генеральной совокупностью  

называется совокупность всех  возможных значений  признака исследуемой случайной ве-

личины (СВ). Случайной выборкой объема  n  называется множество значений  признака 

СВ, полученное в результате  n  наблюдений за этой СВ. 

Выборка называется репрезентативной (представительной), если она правильно от-

ражает интересующие нас свойства генеральной совокупности. Наибольшую вероятность 

получить по-настоящему представительную выборку мы имеем тогда, когда отбор  объек-

тов исследования из генеральной совокупности мы производим случайным образом. 

Если элементов выборки много, то их группируют, при этом возможны  два случая 

задания законов распределения признака по выборке (дискретный и интервальный вариа-

ционные ряды), которые задаются в виде таблиц или графиков.  

Графической иллюстрацией дискретного вариационного ряда служит  полигон ча-

стот  – ломаная, соединяющая отрезками прямых точки с координатами  ( 𝑥𝑖 , 𝜔𝑖 ). 
Графической иллюстрацией интервального вариационного ряда служит  гисто-

грамма –   ступенчатая фигура с высотой ступеньки над каждым интервалом ( 𝑎𝑖−1, 𝑎𝑖 ), 
равной  𝜔𝑖. 

Для приближенного нахождения параметров распределения (математического ожи-

дания,  дисперсии)  по выборке применяются точечные и интервальные оценки. Точечной 
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оценкой параметра теоретического распределения называется статистическая оценка, за-

даваемая одним числом. Точечные оценки мало информативны, поскольку это случайные 

величины, и они могут заметно отличаться от оцениваемого параметра. Для повышения ин-

формативности используют интервальные оценки (доверительные интервалы). 

Для того чтобы точечные статистические оценки обеспечивали “хорошие” прибли-

жения неизвестных параметров, они должны быть несмещенными, эффективными и состо-

ятельными. 

Несмещенной называют точечную оценку, математическое ожидание которой сов-

падает со значением оцениваемого параметра генеральной совокупности (не зависит от 

объема выборки). 

Выборочной  средней   называется точечная оценка математического ожидания при-

знака, которая вычисляется по формуле среднего арифметического по выборке  

1 1 2 2 ..... k k
в

x n x n x n
x

n

 +  + + 
= ,  где   1 2 ..... kn n n n+ + + = . 

Выборочной  дисперсией   называется точечная оценка дисперсии признака, кото-

рая вычисляется по формуле   
22 2

ВВ Вs x x= − , Вs - выборочное среднеквадратическое от-

клонение, которое может обозначаться xВ . 

Выборочная  средняя    является  несмещенной оценкой генеральной средней, а вы-

борочная дисперсия – нет, поэтому вместо нее используется     исправленная выборочная  

дисперсия, определяемая формулой      2 2

1
В В

n
s s

n
= 

−
 ,   которая уже является  несмещенной 

оценкой генеральной дисперсии. 

Несмещенная оценка называется эффективной, если она имеет минимальную дис-

персию по сравнению с другими выборочными оценками. В практических исследованиях 

это означает возможность перехода от точечного оценивания к интервальному.  

Оценка называется состоятельной, если при увеличении объема выборки (т.е. если 

n →  ) она стремится к оцениваемому параметру. Состоятельность оценок характеризует 

увеличение их точности с увеличением объема выборки.  

Корреляционный и регрессионный анализ – это методы математической стати-

стики, позволяющие выявлять связь между величинами, значения которых получают в ре-

зультате статистических наблюдений. Основная задача корреляционного анализа – оцени-

вание тесноты связи между величинами, а регрессионного – установление ее вида. 

Когда каждому значению одной переменной соответствует вполне определенное 

значение другой, то  речь идет о функциональной зависимости 𝑦 = 𝑓(𝑥) .   Очень часто 

между переменными величинами существуют такие зависимости, когда каждому значению 

одной переменной соответствует не какое-то определенное, а множество значений другой 

переменной (или определенное условное распределение другой переменной). Такая зависи-

мость получила название статистической. 

Возникновение такой связи обусловлено тем, что зависимая переменная 𝑦 подвер-

жена влиянию неконтролируемых или неучтенных факторов, а также случайным ошибкам. 

Когда каждому значению 𝑥 одной переменной 𝑋 соответствует определенное услов-

ное математическое ожидание (среднее значение) Mx(Y )  другой переменной Y, то такая 

зависимость называется корреляционной:  Mx(Y ) = f ( x).  Это уравнение называется мо-

дельным уравнением парной регрессии или просто уравнением регрессии, а её график – 

линией регрессии. Переменная x называется  независимой переменной,  фактором или    

признаком, переменная  y − зависимой переменной, функцией отклика или результатив-

ным признаком. 

Для точного описания уравнения регрессии необходимо знать условный закон  
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распределения переменной Y при условии, что переменная X примет значение x . В стати-

стической практике, как правило, такой информации получить не удается, а обычно  име-

ется выборка значений заданного объема.  

Пусть имеется выборка объема  m:  (xi , yi ) и л и   (x
i1 

, x
i2

 ,…  x
in ,.yi ) i = 1 , 2 , … m, 

если есть n факторов. В этом случае речь может идти о приближенном выражении (оценке, 

аппроксимации) по выборке.  Такой оценкой является выборочное уравнение  множе-

ственной  регрессии: 

( )1 2 3 1
ˆ , , ,.... , , , ,n qy f x x x x a b b=   

где  
1 2 3, , ,.... nx x x x − множество факторов, n – число факторов; 

1, , , qa b b − параметры (коэффициенты) уравнения, подлежащие определению. 

В частном случае, если n=1, получается  уравнение парной регрессии 

( )1
ˆ , , , , qy f x a b b= . 

Отклонением (остатком) в i-ой точке называется выражение ˆ
i i iy y − = . 

Нахождение уравнения регрессии включает несколько этапов: 

1 шаг: спецификация модели, т.е. выбор вида уравнения регрессии; 

2 шаг: определение  наилучших значений параметров; 

3 шаг: оценка качества модели по критериям. 

Рассмотрим некоторые  виды уравнения регрессии: 

1 1
ˆ ... n ny a b x b x= + + +  − линейная зависимость; 

1 2

1 2
ˆ ... nbb b

ny a x x x=    − степенная зависимость; 

1 1 ...ˆ n na b x b x
y e

+ + +
= − показательная зависимость. 

Для получения уравнения регрессии, используя математические пакеты, требуется 

выполнять линеаризацию уравнения путем введения вспомогательных переменных. Как 

пример рассмотрим линеаризацию степенного уравнения: 

𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑥1
𝑏1 ⋅ 𝑥2

𝑏2 … ⋅ 𝑥𝑛
𝑏𝑛            𝑙𝑛 𝑦 = 𝑙𝑛 𝑎 + 𝑏1 𝑙𝑛 𝑥1 + 𝑏2 𝑙𝑛 𝑥2… . . +𝑏𝑛 𝑙𝑛 𝑥𝑛. 

Обозначим  𝑌 = 𝑙𝑛 𝑦 ,  𝐴 = 𝑙𝑛 𝑎 ,  𝑋𝑖 = 𝑙𝑛 𝑥𝑖 ,  𝑖 = 1, 𝑛 

тогда    1 1 ... n nY A b X b X= + + + − линеаризованное уравнение    и 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝( 𝑌). 

Применительно к множественной регрессии необходимо до получения уравнения 

регрессии произвести отбор факторов 1 2 3, , ,.... nx x x x . Факторы, включаемые в модель, 

должны быть количественно измеримы и не должны быть интеркоррелированы (коллине-

арны). Коллинеарность факторов   может привести к тому, что система уравнений  для опре-

деления параметров может оказаться плохо обусловленной и повлечь за собой неустойчи-

вость и ненадежность оценок параметров уравнения регрессии. 

Для исследования коллинеарности факторов можно использоваться определитель 

корреляционной матрицы. Если факторы не коррелированы между собой, то Det(R)=1 (иде-

альный случай). Предпочтительно, чтобы Det(R) был близок к единице. Если факторы кор-

релированы (коллинеарны) между собой, то Det(R) близок к 0. 

Корреляционная матрица и ее определитель находятся по формулам: 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3
,

i j

i j

x x x x x x

i j i j

x x x x x x x x

x x

r r r
x x x x

r Det R r r r
 

− 
= = , 
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где 
ix − оценка математического ожидания переменной 𝑋𝑖, 

ix − ее среднеквадрати-

ческое отклонение. Корреляционная матрица всегда симметрична, т.е. 
i j j ix x x xr r= . 

При отсутствии коллинеарности  факторов в определителе нет элементов, отличных 

от диагональных, близких к единице. Если какой-либо элемент определителя при i≠j 

1
i j j ix x x xr r=  , это означает наличие линейной  связи между факторами 𝑋𝑖 и 𝑋𝑗,  т.е. их кол-

линеарность, что может привести к незначимости (ненадежности) уравнения регрессии. 

Значимость уравнения регрессии в целом и значимость его отдельных коэффициен-

тов определяется в результате дисперсионного анализа, при этом используется формула, 

связывающая общую, факторную и остаточную суммы квадратов отклонений или остатков: 

∑(𝑦𝑖 − 𝑦)
2

𝑚

𝑖=1

=∑(𝑦
^

𝑖 − 𝑦)
2

𝑚

𝑖=1

+∑(𝑦𝑖 − 𝑦
^

𝑖)
2

𝑚

𝑖=1

 

 общая  факторная остаточная  
 𝑇𝑆𝑆  =   𝐸𝑆𝑆  +   𝑅𝑆𝑆 

Для проверки значимости уравнения регрессии в целом используются коэффициент 

детерминации, критерий Фишера,  средняя ошибка аппроксимации. 

Коэффициент детерминации R2 определяется, как  единица минус доля необъяснён-

ной (остаточной) дисперсии в общей дисперсии результативного признака Y: 

𝑅2 = 1 −
𝑅𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
=
𝐸𝑆𝑆

𝑇𝑆𝑆
. 

Для значимости уравнения регрессии коэффициент детерминации R2 должен быть 

больше 0,95. 

Общая, факторная и остаточная дисперсии, которые используются в критерии Фи-

шера,  определяются, как суммы квадратов соответствующих отклонений, отнесенные к со-

ответствующим степеням свободы1: 

𝑇𝑆𝑆

𝑚 − 1⏟  
𝑘общ

= 𝐷общ,  
𝐸𝑆𝑆

𝑛⏟
𝑘1факт

= 𝐷факт,  
𝑅𝑆𝑆

𝑚 − 𝑛 − 1⏟      
𝑘2остат

= 𝐷остат 

Расчетное значение критерия Фишера  F для значимости уравнения должно быть 

больше табличного значения 𝐹табл [7] при заданных уровне значимости и степенях свободы, 

т.е. 

𝐹 =
𝐷факт

𝐷остат
> 𝐹табл(𝛼, 𝑘1факт, 𝑘2остат). 

Средняя ошибка аппроксимации СОА - наиболее чувствительный критерий, жела-

тельно, чтобы она  была больше 8 процентов, т.е. 

1

ˆ1
100% 8%

m
i i

i i

y y
СОА

m y=

−
=  

 

Входящие в формулы критериев величины могут быть рассчитаны с помощью раз-

личных программных средств, в частности, в Excel с использованием надстройки «Анализ 

данных». 

 

1.2. Компонентный и кластерный  анализ 

 

 
1 число степеней свободы — это количество значений, используемых при расчете статистической 

характеристики, которые могут свободно изменяться 
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Метод главных компонент (PCA - Principal Component Analysis) или компонент-

ный анализ  − это технология многомерного статистического анализа, используемая для 

сокращения размерности пространства признаков с минимальной потерей полезной инфор-

мации.  

Метод главных компонент включается в состав большинства аналитических плат-

форм и широко используется для снижения размерности входных данных на этапе их пре-

добработки. 

С математической точки зрения метод главных компонент представляет собой орто-

гональное линейное преобразование, которое отображает данные из исходного простран-

ства признаков в новое пространство меньшей размерности. 

При этом первая ось новой системы координат строится таким образом, чтобы дис-

персия данных вдоль неё была бы максимальна. Вторая ось строится ортогонально первой 

так, чтобы дисперсия данных вдоль неё, была бы максимальной их оставшихся возможных 

и т.д. Первая ось называется первой главной компонентой, вторая – второй и т.д.  

Компонентный анализ позволяет определить структурную зависимость между фак-

торами. Идея метода заключается в замене коррелированных переменных (факторов) но-

выми переменными (главными компонентами), между которыми корреляция отсутствует. 

В результате его использования получается сжатое описание меньшего объема, несущее 

почти всю информацию, содержащуюся в исходных данных  Главные компоненты, полу-

чаются из исходных переменных как линейные комбинации исходных переменных. 

Алгоритм компонентного анализа: 

− Отыскание собственных значений корреляционной матрицы данных, центриро-

ванных и нормированных по столбцам. 

− Выбор среди собственных значений  существенных (>1). 

− Отыскание соответствующих собственных векторов (главных компонент)  и  мат-

рицы нагрузок, столбцами которой являются собственные векторы. 

− Отыскание матрицы счетов (весов),  строки которой − ортогональные проекции 

строк исходных данных на главные компоненты. 

Матрица счетов является искомой матрицей сжатых данных. 

Рассмотрим расчетные формулы для проведения компонентного анализа. 

 

Пусть есть выборка данных. Например, выборка может быть по людям, растениям, 

документам, изображениям, звуковым файлом или по чему-то еще, что можно описать с 

помощью набора числовых данных. Строки всегда соответствуют отдельным объектам, 

столбцы  соответствуют признакам или  факторам, например, цвет, длина, вес и т.д. Значе-

ния признаков обычно представляют собой вещественные числа, но в некоторых случаях 

они могут быть булевыми или иметь дискретные значения. 

Пусть X − числовая матрица данных размерности (m×n),  элементы которой 𝑥𝑖𝑗. Та-

кую матрицу называют также  матрицей признаков или факторов. 

X0 − стандартизованная матрица исходных данных, центрированных и нормиро-

ванных по столбцам. Ее элементы вычисляются  по формулам   𝑥𝑜𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗−𝑥̅𝑗

𝜎𝑥𝑗
.  

Корреляционная  матрица размерности (n×n), центрированных и нормированных 

по столбцам исходных данных, вычисляется по формуле R(X0) =
X0𝑇∙𝑋0

𝑚−1
. 

Пусть 𝜆1, … . 𝜆𝑛− собственные значения матрицы R(X0). Они определяются из 

условия 𝐷𝑒𝑡(𝑅 − 𝜆𝐸) = 0. Соответствующие собственные векторы p находятся как реше-

ния однородной системы линейных алгебраических уравнений: (𝑅 − 𝜆𝐸)𝑝 = 0.   
Матрица P размерности  (n×k)  , столбцами которой являются k собственных векто-

ров, соответствующих k существенным собственным значениям (λi>1), называется матри-

цей нагрузок или матрицей главных компонент. 
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Матрица счетов, определяемая формулой T=X0P,   размерности( mk) − это сжатая 

матрица данных. Строки матрицы счетов – проекции строк X0 на векторы главных компо-

нент. 

Собственные  значения λ1,….λn матрицы R(X0)  равны дисперсиям столбцов мат-

рицы счетов и показывают вклад соответствующей компоненты в суммарную дисперсию. 

Данные, спроецированные на главные компоненты, характеризуются наибольшими  дис-

персиями (рассеяниями), поэтому позволяют сохранить максимум информации по исход-

ным данным, при этом уменьшив размерность задачи. 

Для оценки погрешности, допускаемой при уменьшении размерности исходных дан-

ных методом  PCA, используется матрица ошибок E = X0-TPT– матрица ошибок размер-

ности (mn), которая должна быть близка  к 0-матрице, если нет потери данных при их 

сжатии. 

 

Кластерный анализ предназначен для разбиения исходных данных на группы, та-

ким образом, чтобы элементы, входящие в одну группу, были максимально «схожи», а эле-

менты из разных групп были максимально «отличными» друг от друга.  

Кластерный анализ – группа методов, используемых для классификации объектов 

или событий в относительно гомогенные (однородные) группы, которые называют класте-

рами (clusters). 

В компонентном анализе группируются столбцы, т.е. цель – анализ структуры мно-

жества факторов и выявление обобщенных факторов. В кластерном анализе группируются 

строки, т.е. цель –анализ структуры множества объектов. 

Допустима геометрическая интерпретация кластеризации: каждый объект (респон-

дент) − точка в пространстве признаков. Задача кластерного анализа –выделение «сгуще-

ний» точек, разбиение совокупности на однородные подмножества объектов. На практике 

трудно выделить границу кластеров (рис. 1.1). 

 

 

Рисунок  1.1. Кластеризация в теории и на практике 

Существуют различные методы кластеризации. Можно выделить два основных типа 

методов, алгоритмы которых несколько различны (рис. 1.2). 
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Рисунок  1.2. Виды кластеризации 

Алгоритм иерархической кластеризации 

− Первоначально каждый объект образовывает свой отдельный кластер. 

− На каждом последующем шаге два соседних (близких по выбранной мере) кла-

стера объединяются в один. 

− Этот процесс продолжается до тех пор, пока не останется только один кластер 

либо расстояние между кластерами начинает увеличиваться скачкообразно, тогда процесс 

объединения останавливают.  

Мера их близости между отдельными объектами или кластерами – расстояние, для 

определения которого применяются различные подходы.  

Для определения расстояния между объектами Xi   Xj  чаще используется евклидово  

расстояние 𝑑 = √∑ (𝑥𝑘𝑖 − 𝑥𝑘𝑗)
2
 ,𝑛

𝑘=1    где n – количество факторов или признаков. 

Для определения расстояния между кластерами применяются различные подходы: 

− Межгрупповая связь (Between-groupslinkage) – этот  метод в программах обычно 

устанавливается по умолчанию. 

− Ближайший сосед (Nearestneighbor). 

− Самый дальний сосед (Furthestneighbor). 

− Центроидная кластеризация (Centroidclustering). 

− Медианная кластеризация (Median clustering). 

Прежде чем проводить кластеризацию обычно выполняется стандартизация данных, 

в частности применяется Z-стандартизация, рассматриваемая при компонентном анализе 

𝑥𝑜𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗−𝑥̅𝑗

𝜎𝑥𝑗
. 

Алгоритм кластеризации методом к-средних 

− Случайным образом создаются k точек -  центров кластеров. 

− Каждому объекту из матрицы данных ставится в соответствии ближайший к ней 

центр кластера. 

− Вычисляются средние арифметические точек, принадлежащих к определённому 

кластеру. Эти значения становятся новыми центрами кластеров. 

− Шаги 2 и 3 повторяются до тех пор, пока пересчёт центров кластеров будет иметь 

смысл. Как только высчитанные центры кластеров практически совпадут с предыдущими, 

алгоритм будет окончен. 

Сравнение кластеризации методом к-средних и иерархической кластеризации 

Недостатки кластеризации методом к-средних: 

− Чувствительность к выбросам. 

− Необходимо заранее задавать количество кластеров, а не как в иерархическом 

анализе, получать это в качестве результата. 
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Достоинства: 

− Применение при большом объеме данных. 

− Простота использования: в качестве метрики используется евклидово расстояние. 

− Возможность наглядной интерпретации кластеров с использованием графика 

«Средних значений в кластерах». 

Выполнение кластеризации, даже при относительно небольших объемах данных, 

требует большого объема вычислений, в математических пакетах существуют встроенные 

процедуры для этого, однако для понимания алгоритма и трактования результатов, получа-

емых с помощью этих процедур, лучше изначально выполнить кластеризацию вручную на 

малом объеме данных, что и предлагается сделать в задании 4.5. 

 

1.3. Математические методы планирования экспериментов 

 

Эксперимент (опыт) – это совокупность операций, совершаемых над объектом, с 

целью получения информации о его свойствах. Теория планирования эксперимента тесно 

связана с многомерными статистическими методами. Эта теория включает математические 

методы планирования экспериментов, которые дают возможность управлять условиями 

проведения эксперимента с целью повышения его эффективности. Эксперименты, основы-

вающиеся методах планирования экспериментов, принято называть активными. Экспери-

менты, которые ставятся для решения оптимизационных задач, называются экстремаль-

ными. 

Цели планирования экспериментов: 

− нахождение условий проведения экспериментов, при которых удается получить 

достоверную информацию об исследуемом объекте с наименьшими затратами (при мини-

мальном количестве опытов); 

− представление информации в удобной  форме для ее извлечения и обработки. 

Задачи планирования экспериментов: 

− построение математической модели изучаемого объекта, включающей показа-

тели качества  объекта, зависящие  от параметров (факторов), для оценки его свойств; 

− нахождение такой комбинации факторов, при которой достигаются экстремаль-

ные значения выбранных показателей качества; 

− автоматизация  решения задач управления экспериментом (планирования, оценки 

погрешностей, прогнозирования). 

Методы и подходы к планируемым экспериментам достаточно хорошо разработаны 

в научно-прикладных исследованиях.  В исследованиях используются различные вычисли-

тельные инструменты и инструменты анализа от стандартных математических и статисти-

ческих  пакетов общего назначения (MATHCAD, MATLAB,  STATISTICA, SPSS, 

STATGRAPHICS и др.) до специализированных авторских пакетов, как правило, ориенти-

рованных на выбранную предметную область.  

Данное пособие поможет приобрести навыки использования моделей и методов пла-

нирования экспериментов при решении практических задач из профессиональной области.  

 

Математическая модель планирования эксперимента 

При планировании эксперимента, следуя кибернетическому подходу,   исследуемый 

объект представляется «черным ящиком», входные параметры  которого 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 – 

факторы, а выходной параметр (или параметры)  𝑦  – отклик. Выходной параметр является 

искомым показателем качества исследуемого объекта. 

Зависимость выходного параметра или выходных параметров, если их несколько,  от 

входных выполняются либо с помощью экспериментов на моделях (аналитических, числен-

ных, имитационных и др.), либо путем натурных экспериментов.  
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В математической теории планирования экспериментов  выходной параметр объекта 

представляется функцией от входных параметров, которая  определяется  в виде некоторой 

регрессионной зависимости. 

𝑦̂ = 𝐹(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛). 

 

Рисунок  1.3. Математическая модель планирования эксперимента 

 При этом для получение более полной и достоверной картины зависимости отклика 

от факторов регрессионный анализ  дополняется статистическими исследованиями: корре-

ляционным, дисперсионным анализом, статистической проверкой гипотез (рис. 1.3).  

Для построения регрессионной модели используются планы (наборы значений 

входных параметров), которые позволяют с наименьшими затратами (при наименьшем ко-

личестве экспериментов) определить регрессионную зависимость и оценить ее значимость.  

 

Рассмотрим основные понятия и теоретические положения теории планирования 

экспериментов. 

Уровнями факторов Xi  называется набор значений,  которые этот фактор прини-

мает, и которые используются при проведении экспериментов. Для  построения эффектив-

ной математической модели целесообразно предварительно провести анализ значимости 

факторов, их возможной коллинеарности, исключить малозначащие факторы. 

Допустим известны диапазоны изменения факторов [𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥], 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. Обла-

стью планирования  или факторным пространством называется многомерный параллеле-

пипед, ограниченный диапазонами изменения факторов.  

Экспериментом, с точки зрения математической модели, называется такое соче-

тание значений различных факторов, которое соответствует условиям проведения опыта. 

Формально заданию условий эксперимента соответствует задание n-мерной точки  

𝑀𝑗(𝑋1
𝑗
, 𝑋2

𝑗
…….𝑋𝑛

𝑗
)     в  факторном пространстве, координаты которой – значения факторов: 

𝑋𝑖
𝑗
∈ [𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥], 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,      

 𝑋𝑖
𝑗
– значение i-го фактора в натуральном измерении для j-го эксперимента. 

Обозначим количество точек в факторном пространстве или количество эксперимен-

тов через   N, тогда  𝑗 = 1,𝑁.  

 Как правило, точки не выходят за пределы факторного пространства, исключение 

составляют композиционные планы, о которых будет говориться ниже. Совокупность всех 

точек эксперимента  называется планом эксперимента. 

Кодирование  переменных  и уравнение регрессии 

Изначально значения факторов 𝑋𝑖
𝑗
 рассматриваются  в натуральном измерении, за-

тем  переходят к кодированным (безразмерным, приведенным) значениям факторов. Будем 

𝑦̂=F(Х1, Х2, …, Хn) 

Уравнение регрессии 

у 

Входы  Xi Выход  𝑦̂ 

(отклик) 

Статистическая 

проверка гипотез 

Корреляционный, 

дисперсионный анализ 
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обозначать их   строчными буквами     𝑥𝑖
𝑗
 . Значения кодированных переменных для неком-

позиционных планов  изменяются в пределах2 от -1 до +1: 

𝑥𝑖
𝑗
∈ [−1,1], 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,   𝑗 = 1,𝑁, 

где  𝑥𝑖
𝑗
− значение кодированного фактора 𝑥𝑖 в  j-ой точке плана. 

 Формулы перехода к кодированным переменным имеют вид  

𝑥𝑖
𝑗
=

𝑋𝑖
𝑗
−𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔

𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔−𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛
,     𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔 = (𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛 + 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥)/2,    

Координаты 𝑋𝑖
𝑗
 точек плана в натуральном измерении (обратный переход)  вычис-

ляются по формулам  

𝑋𝑖
𝑗
= (𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔 − 𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛)𝑥𝑖

𝑗
+ 𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔, 

где  𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1,𝑁; 

Центром эксперимента называется точка, в которой все  𝑥𝑖
𝑗
= 0. 

 

В качестве функции отклика (регрессионной модели)  𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)    от кодиро-

ванных переменных наиболее часто  используются  полиномиальные модели первой и 

второй степени: 

 𝑦̂ = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖 + ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 +  ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘 + ∑ 𝑏𝑖𝑖𝑥𝑖
2  𝑛

𝑖=1  𝑛
𝑖,𝑗,𝑘=1
𝑖≠𝑗≠𝑘

 𝑛
𝑖,𝑗=1
𝑖≠𝑗

 𝑛
𝑖=1 ,

   

где 𝑥𝑖 – кодированные переменные полинома. 

Введем дополнительные переменные для линеаризации уравнения:  

𝑥𝑛+1 = 𝑥1𝑥2,   𝑥𝑛+2 = 𝑥1𝑥3, …, 

тогда полином  запишется в линеаризованном виде  

𝑦̂ = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖  
𝑘
𝑖=1 ,        

где k – количество коэффициентов при неизвестных в полиноме. 

 

Определение коэффициентов функции отклика 

 

Основной матрицей плана называется матрица размерности N на n 

𝑋0 = [
𝑥1
1    𝑥2

1 ⋯ 𝑥𝑛
1

⋮ ⋱ ⋮
𝑥1
𝑁    𝑥2

𝑁 ⋯ 𝑥𝑛
𝑁
]. 

Количество строк матрицы совпадает с количеством экспериментов (точек плана), а 

количество столбцов – c количеством факторов.  

Для удобства расчетов используется также расширенная матрица плана или матрица 

смешанных факторов, часть столбцов которой являются столбцами основной матрицы 

плана. 

Расширенной матрицей плана в кодированных переменных называется матрица 

X  размерности N  на  (k +1), элементы которой 𝑥𝑖
𝑗
, где k – количество  коэффициентов при 

неизвестных линеаризованного уравнения регрессии.  Первый столбец расширенной мат-

рицы состоит из единиц, следующие n столбцов соответствуют основной матрице плана, а 

остальные столбцы получаются в результате произведений столбцов матрицы основного 

плана, соответствующих дополнительным переменным    𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2, … , 𝑥𝑘: 
 

2 Значения кодированных переменных могут также изменяться от 0 до 1, но в данном пособии эти слу-

чаи не рассматриваются. 
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𝑋 = [
𝑥0
1 𝑥1

1    𝑥2
1 ⋯ 𝑥𝑛

1 …𝑥𝑘
1

⋮ ⋱ ⋮
𝑥0
𝑁 𝑥1

𝑁    𝑥2
𝑁 ⋯ 𝑥𝑛

𝑁 …𝑥𝑘
𝑁
] .    

Обозначим Y – матрицу-столбец значений рассматриваемого показателя качества по 

результатам эксперимента в N точках, B – матрицу-столбец неизвестных коэффициентов 

полинома:  

Y𝑇 = (𝑦1𝑒𝑥𝑝, 𝑦2𝑒𝑥𝑝, … . 𝑦𝑁𝑒𝑥𝑝) , 

B𝑇 = (𝑏0, 𝑏1, … . 𝑏𝑘), 

где T означает операцию транспонирования матрицы. 

Нахождение   столбца коэффициентов полинома выполняется следующим образом: 

Y=XB  B=(XTX)-1(XTY), 

что соответствует формулам, полученным по методу наименьших квадратов. 

Обозначим Ŷ – матрицу  значений  показателя качества в точках плана, найденных 

по уравнению регрессии, т.е.Ŷ=XB,  тогда   Ŷ𝑇 = (𝑦1, 𝑦2, … . 𝑦𝑁) . 

Значения 𝑦𝑗    ( 𝑗 = 1,𝑁)   выходного параметра в точках плана в случае ненасыщен-

ного плана, т.е. при  N> k+1,    не совпадают с  𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝. Качество полученной регрессионной 

модели оценивается различными методами: с помощью критерия Фишера, по средней 

ошибке аппроксимации и др. При расчете критерия Фишера используются остаточная и 

факторная дисперсии, отнесенные к числу степеней свободы (см. раздел  1.1, стр. 7).  При 

расчете средней ошибки аппроксимации используется формула   

СОА =
∑ |(𝑦𝑖−𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝)/𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝|𝑁
𝑖=1

𝑁
. 

 

Виды планов и их характеристика 

Планы различаются по своим характеристикам. Основными характеристиками явля-

ются насыщенность, ротатабельность, ортогональность, нормированность, симметрич-

ность, композиционность. 

План называется насыщенным, если число экспериментальных точек  N в нем сов-

падает с числом коэффициентов полинома  k+1. Насыщенный план не позволяет усреднить 

ошибки эксперимента, если они есть,  и определить их величины. Избыточное число опытов 

при N> k+1 позволяет это сделать. 

План называется ротатабельным, если дисперсия функции отклика 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 
одинакова на одинаковом расстоянии от центра плана, т.е. точки плана лежат на концен-

трических гиперсферах. 

План называется ортогональным, если столбцы матрицы планирования попарно 

ортогональны  

∑ 𝑥𝑖
𝑈𝑥𝑗

𝑈𝑁
𝑈=1 = 0,     i, j = 0, k ̅̅ ̅̅ ̅, i≠j. 

Для ортогонального плана матрица C = X𝑇X  является  диагональной, поэтому коэф-

фициенты полинома определяются независимо друг от друга. 

План называется нормированным, если сумма квадратов элементов любого 

столбца равна числу опытов N: 

∑ (𝑥𝑖
𝑈)
2𝑁

𝑈=1 = 𝑁,   𝑖 = 0, k ̅̅ ̅̅ ̅. 

 

План называется симметричным, если сумма элементов любого столбца, кроме 

первого, равна 0: 

∑ 𝑥𝑖
𝑈𝑁

𝑈=1 = 0,   𝑖 = 1, k ̅̅ ̅̅ ̅. 
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Если план позволяет определить коэффициенты полиномов только при     первых 

степенях 𝑥𝑖   и смешанных произведениях  факторов, то такой план называются планом 

первого порядка.  

План называется планом второго порядка, если он позволяет найти коэффициенты 

полиномов при  квадратах переменных 𝑥𝑖
2.  Для таких планов характерно, что факторы ва-

рьируются, как минимум, на трех уровнях. 

План называется композиционным, если он включает дополнительные точки к пла-

нам первого порядка. 

 

1.4. Полный факторный план 

Формула, по которой рассчитывается число опытов при полном факторном экспери-

менте (ПФЭ), выглядит следующим образом: 

 𝑁 = 𝑝𝑛,       

где   𝑁 – число опытов; 

 𝑛 – число факторов; 

 p – число уровней варьирования факторов. 

Если число уровней каждого фактора равно двум, то мы имеем полный факторный 

эксперимент типа ПФЭ 2𝑛  

В ПФЭ 2𝑛 используются кодированные значения факторов: +1 и -1, соответствую-

щие наибольшему и наименьшему значениям факторов. Условия эксперимента записыва-

ются в виде таблицы, где строки соответствуют различным опытам, а столбцы – значениям 

факторов. Такая таблица соответствует матрице планирования эксперимента. План  ПФЭ 

обладает свойствами симметричности, нормированности, ортогональности, ротатабельно-

сти (для линейной модели).  

На рисунке 1.4 приведена матрица расширенного плана ПФЭ 23, учитывающая  сме-

шанные произведения (взаимодействия) факторов.  

 

Рисунок  1.4. Расширенная матрица  плана ПФЭ 23 

 

Ортогональность плана означает, что матрица XTX диагональна, тогда  коэффици-

енты  полинома  определяются независимо друг от друга  по формулам  

𝑏𝑖 = (∑ 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖
𝑗
  𝑁

𝑗=1 )/𝑁, 𝑖 = 0, 𝑘̅̅ ̅̅̅ . 

План ПФЭ  2𝑛 относятся к планам первого порядка. Количество коэффициентов по-

линома от n факторов, содержащего   свободный член, первые степени неизвестных и их 

смешанные произведения, равно 𝐶𝑛
0 + 𝐶𝑛

1 + 𝐶𝑛
2+. . . +𝐶𝑛

𝑛 = 2𝑛 . Оно всегда совпадает с чис-

лом точек плана ПФЭ  2𝑛, поэтому этот план  являются насыщенным.  

Так, при  n=3 количество коэффициентов и число точек плана одинаково и  равно 8. 

Регрессионный полином ПФЭ 23 для функции отклика имеет вид: 



16 

 

𝑦̂ = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2+𝑏3𝑥3+𝑏4𝑥1𝑥2+𝑏5𝑥1𝑥3+𝑏6𝑥2𝑥3+𝑏7𝑥1𝑥2𝑥3,   

 На практике при неколлинеарных факторах коэффициенты при смешанных произ-

ведениях близки к нулю, поэтому имеет смысл учитывать только линейные члены. В этом 

случае при n>2 количество опытов превышает количество коэффициентов при первых сте-

пенях факторов. С одной стороны, это позволяет усреднить данные эксперимента 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝  и 

оценить ошибки аппроксимации. С другой стороны, в ПФЭ при увеличении n разность 

между числом опытов 2𝑛  и числом коэффициентов n+1 линейной части, увеличивается, 

план становится избыточным по количеству опытов, возникает проблема уменьшения ко-

личества опытов.  

 

Дробный факторный план 

Для того, чтобы уменьшить число опытов, применяются дробные факторные планы. 

Дробным факторным экспериментом называется система экспериментов, представ-

ляющих собой часть ПФЭ, позволяющая рассчитывать коэффициенты уравнения регрессии 

и сократить объем экспериментальных данных. Такие эксперименты обладают меньшей ин-

формативностью, но позволяют значительно сократить количество опытов. В ДФЭ количе-

ство экспериментальных точек  𝑁 = 2𝑛−𝑚, где  𝑚 – показатель  дробности ПФЭ.  Если 𝑚 =
1, то 𝑁 в два раза меньше, чем в  ПФЭ. Такие планы называются полурепликами.  

 

1.5. Ортогональный центральный композиционный план 

Если характер функции отклика нелинейный, то следует учитывать в уравнении ре-

грессии слагаемые, содержащие квадраты факторов. Для этого, как минимум, каждый фак-

тор должен варьироваться на трех уровнях. Использование  ПФЭ в этом случае приводит к 

неоправданному увеличению числа экспериментальных точек. Другой подход, основанный 

на композиционных планах,  предложен Боксом и Уилсоном. Этот подход используется и 

при построении планов второго порядка. 

Обозначим ОЦКП – центральный симметричный ортогональный композиционный 

план. 

В ОЦКП входят: 

− ядро – план ПФЭ с N0 = 2
n точками плана; 

− n0 – центральная точка плана; 

− по две «звездные» точки для каждого фактора. 

Общее количество точек в плане ОЦКП вычисляется по формуле: 

 𝑁 = 2𝑛 + 2𝑛 + 𝑛0, где 𝑛0 = 1. 

В ОЦКП каждый кодированный фактор варьируется на пяти уровнях,  

т.е. 𝑥𝑖
𝑗
 (-,-1,0,1,), 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑁, где   – плечо звездных точек. 

Ортогональность плана обеспечивается  преобразованием столбцов, соответствую-

щих квадратам факторов, и соответствующим выбором значений координат звездных то-

чек. Расчетные формулы для  параметров, обеспечивающих ортогональность, имеют вид  

   𝑎 = √2𝑛/𝑁,      𝛼 = √(√𝑁 ∙ 2𝑛 − 2𝑛)/2.    

Вычисленные значения параметров приведены на рисунке 1.5 
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Рисунок  1.5. Значения параметров плана ОЦКП 

На рисунке  1.6 приведена матрица плана ОЦКП при 𝑛 = 3 в общем виде, учитыва-

ющая  смешанные произведения (взаимодействия) факторов, их квадраты.  На следующем 

рисунке 1.7  представлена эта матрица, рассчитанная в Excel. 

 

Рисунок  1.6. Расширенная матрица плана ОЦКП при n=3 

  

 

Рисунок  1.7. Расширенная матрица плана ОЦКП при n=3, вычисленная в Excel 

 

Вид линеаризованного полинома функции отклика: 

𝑦 = 𝑏0 +∑𝑏𝑖𝑥𝑖 ,

𝑘

𝑖=1

 

где  𝑘 = 𝐶𝑛
1 + 𝐶𝑛

2 +⋯𝐶𝑛
𝑛 + 𝑛 = 2𝑛 + 𝑛 − 1, 𝑘 − количество коэффициентов при неиз-

вестных; 

𝑥𝑛+1 = 𝑥1𝑥2,    𝑥𝑛+2 = 𝑥1𝑥3,…...…,   𝑥𝑘−1 = 𝑥𝑛−1
2 − 𝑎,     𝑥𝑘 = 𝑥𝑛

2 − 𝑎,  

𝑥1 , 𝑥2 , … . , 𝑥𝑛   – кодированные переменные;  
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Коэффициенты  полинома вычисляются  по формулам: 

𝑏0 =
1

𝑁
∑ 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝,𝑁
𝑗=1   𝑏𝑖 =

(∑ 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖
𝑗
  𝑁

𝑗=1 )

(∑ (𝑥
𝑖
𝑗
)
2
  𝑁

𝑗=1 )
  ,            𝑖 = 1, 𝑘, 

где      𝑥𝑖
𝑗
−  значение фактора  𝑥𝑖 в j-ой  точке плана; 

 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝 − экспериментальное  значение критерия  в j-ой точке плана. 

При 𝑛 = 3 число точек плана  N=15, количество коэффициентов полинома равно 11. 

Для звездных точек =1,25.  Эти точки незначительно выходят за пределы параллелепипеда 

факторного пространства,  

Регрессионный полином для функции отклика в ОЦКП  имеет вид  

𝑦̂ = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2+𝑏3𝑥3+𝑏4𝑥1𝑥2+𝑏5𝑥1𝑥3+𝑏6𝑥2𝑥3+𝑏7𝑥1𝑥2𝑥3 +  

+𝑏8(𝑥1
2 − 𝑎) + 𝑏9(𝑥2

2 − 𝑎) + 𝑏10(𝑥3
2 − 𝑎)     

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ                                                   

«Модели и методы планирования экспериментов» 

1. Статистический анализ. Генеральная совокупность и выборка. Репрезентатив-

ность выборки.  

2. Дискретный и интервальный вариационные ряды распределения. 

3. Точечные  и интервальные оценки характеристик распределения.  

4. Несмещенность, эффективность, состоятельность оценок. 

5. Корреляционный и регрессионный анализ. Корреляционная зависимость.  

6. Уравнение парной  и множественной регрессии.  

7. Виды уравнений  нелинейной регрессии. Линеаризация уравнения. 

8. Корреляционная матрица. Коллинеарность факторов. 

9. Дисперсионный анализ. Общая, факторная и остаточная  суммы, связь между 

ними.  

10. Критерии значимости уравнения регрессии в целом (коэффициент детермина-

ции, критерий Фишера).  

11. Критерий средней ошибки аппроксимации. 

12. Инструментальные средства для проведения регрессионного, корреляционного, 

дисперсионного анализа. 

13. Компонентный анализ, его суть и алгоритм. 

14. Корреляционная матрица стандартизованных данных. 

15. Матрица нагрузок при компонентном анализе . 

16. Матрицы счетов и ошибок при компонентном анализе. 

17. Кластерный  анализ, виды кластеризации. 

18. Иерархическая кластеризация, ее алгоритм.  Методы нахождения расстояния 

между объектами и кластерами. 

19. Кластеризация методом  к-средних, ее алгоритм. Сравнительный анализ методов 

кластеризации. 

20. Инструментальные средства для проведения компонентного и кластерного ана-

лиза. 

21. Активные эксперименты. Цели и задачи планирования экспериментов. 

22. Математическая модель планирования эксперимента. 

23. Уровни факторов, факторное пространство. Експеримент с точки зения матема-

тической модели. 

24. Кодирование переменных.  

25. Регрессионная модель в виде полинома. 

26. Расширенная и основная матрица плана. 
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27. Оценка качества регрессионной модели по средней ощибке аппроксимации. 

28. Основные характеристики планов. 

29. Полный факторный план ПФЭ 2n, его матрица.  

30. Регрессионный полином при ПФЭ 23 для функции отклика. 

31. Дробный факторный план. 

32.  Ортогональный центральный композиционный план, его матрица. 

33.  Регрессионный полином при ОЦКП для функции отклика. 

 

 

3. ЗАДАНИЯ  ЛАБОРАТОРНЫХ (КОНТРОЛЬНЫХ) РАБОТ И ТРЕБОВАНИЯ ПО 

ИХ ВЫПОЛНЕНИЮ 

Отчеты по лабораторным работам (контрольная работа  ЗФО) оформляется в печат-

ном виде согласно требованиям к оформлению письменных работ обучающихся в ДГТУ,  в 

соответствии со своим вариантом (порядковый номер в электронной ведомости) и вклю-

чает: 

− титульный лист;  

− постановку задач исследования (формулировку заданий); 

− по каждому заданию описание хода работы (проводимых расчетов и исследова-

ний с указанием используемых формул, алгоритмов, методов и инструментальных средств);  

− результаты и  выводы по каждому заданию; 

− перечень  используемых источников  литературы  и интернет-источников. 

 

Замечание. Кроме сформулированных заданий и числовых данных по вариантам же-

лательно сформулировать собственную задачу (индивидуальное задание), связанное с ме-

тодами планирования экспериментов из интересующей предметной области, самостоя-

тельно выбрать числовые данные к ней. 

В примерах  выполнения  заданий лабораторных работ, приведенных в данном по-

собии, используются Excel, Matlab, Colab.  При  выполнении лабораторных работ, кон-

трольной работы и индивидуального задания допускается применение алгоритмических 

языков, инструментариев, а также специализированных программ для обработки статисти-

ческих данных, отличных от упомянутых,   используемых для решения задач математиче-

ского планирования экспериментов. 

  

Постановка задачи 1 

Результативный признак y (время выполнения запроса)  при работе с базой данных 

зависит от трех комплексных  факторов  x1,x2,x3. Фактор x1 определяет  размер, количество  

файлов,  которые нужно соединить для выполнения запроса; фактор x2 определяет  струк-

туру меню базы (число его уровней, их состав и расположения по иерархии); фактор x3 

определяется  характеристиками оператора-пользователя. На основе статистических изме-

рений получена  таблица зависимости значений  результативного признака y от значений 

факторов x1,x2,x3.  

Требуется разработать математическую модель, позволяющую оценивать эффектив-

ность работы информационной системы (базы данных), влияние различных факторов на 

время выполнения запроса. 

 Разработка  математической  включает следующие этапы ее решения:  

Корреляционный и регрессионный анализ (задание1). 

Автоматизация анализа данных (задание 2). 

Компонентный анализ (задание 3). 

Кластерный анализ (задание 4).  

Постановка задачи 2 
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Известно, что результативный признак Y зависит от трех факторов X1,X2,X3, для 

которых заданы диапазоны изменения 𝑋𝑖 ∈ [𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥], 𝑖 = 1,3̅̅ ̅̅ . На основании ортого-

нального центрального композиционного  плана (ОЦКП)  проведены 15 экспериментов, в 

результате которых найдены значения результативного признака Yexp.    

Требуется построить регрессионный полином для функции отклика по ОЦКП и со-

здать программу для прогнозирования значений функции отклика по регрессионному по-

линому (задание 5). 

Исходные данные по вариантам представлены Excel-файле в курсе [1] и в гугл-таб-

лице [8] на листе. 

 

Контрольная работа (ЗФО) включает  три задания по  разным темам дисциплины 

(задания 1, 4а-б, 5). Номером варианта служит число N, равное порядковому номеру в элек-

тронном журнале.  

 

4. ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЙ 

Целесообразно все этапы анализа данных, проводимого  в Excel,  выполнять на раз-

ных листах, дав им соответствующие названия.  

Задание 1. Корреляционный и регрессионный анализ 

 

Выполнение задания согласно постановке задачи 1 

Разместим на  листе Excel данные в соответствии со своим вариантом. Числовые 

данные для ЗФО с листа «ЗФО Задание КР 1 ». Определим корреляционную матрицу для 

факторов x1,x2,x3,  используя в Excel  надстройку «Анализ данных», выбрав инструмент 

«Корреляция». 

Расчеты показали, что факторы x1 и x2 коллинеарны, определитель корреляционной 

матрицы практически равен 0 (рис. 4.1).  Изменим значения одного из этих факторов, в 

нашем случае  x2,  так, чтобы значение определителя корреляционной матрицы  было 

больше 0,8 (рис. 4.2). 

 

 
Рисунок  4.1. Корреляционная матрица при коллинеарных (коррелированных)  

факторах  
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Рисунок  4.2. Корреляционная матрица при неколлинеарных (некоррелированных)  

факторах 

 

По данным варианта найдем коэффициенты уравнения линейной регрессии, исполь-

зуя  в Excel надстройку «Анализ данных», выбрав инструмент «Регрессия»  (рис. 4.3). 

 

 

Рисунок  4.3. Дисперсионный анализ 

 

Получены следующие результаты. Коэффициент детерминации R2=0,95. Расчетное 

(эмпирическое) значение критерия Фишера примерно F=103,4. Табличное значение крите-

рия Фишера Fтабл=3,13  найдем по таблице [7] (при степенях свободы к1=dfфактор=3 и  

к2=dfостат=19 и  уровне значимости α=0,05) меньше расчетного, что говорит о значимости 

уравнения регрессии в целом. 

Коэффициенты  линейного уравнения регрессии  приведены на рисунке  4.4. 
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Рисунок  4.4.  Линейная регрессия 

 

Вычислим среднюю ошибку аппроксимации, используя формулу 

1

ˆ1
100%

m
i i

i i

y y
СОА

m y=

−
=  . 

 
     

Рисунок  4.5. Вычисление СОА 

при линейной регрессии 

Рисунок  4.6. Расчет значений  

вспомогательных переменных 

 

Результаты расчетов представлены на рисунке  4.5. Значение СОА=10,46% не явля-

ется удовлетворительным, поэтому выполним регрессию с помощью степенной зависимо-

сти. 

Проведем линеаризацию уравнения, как показано в разделе 1.1, путем введения 

вспомогательных переменных и расчета их значений (рис. 4.6). Затем проведем дисперси-

онный и регрессионный анализ с помощью «Пакета анализа». Результаты представлены  на 

рисунке 4.7. По критериям (коэффициент детерминации, критерий Фишера) эта модель 

лучше и СОА=3,3% 
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Рисунок  4.7. Степенная регрессия 

 

Задание 2. Автоматизация анализа данных 

 

Выполнение задания согласно постановке задачи 1 

В этом задании нужно средствами VBA в Excel создать формы для проведения кор-

реляционного, дисперсионного и регрессионного анализа. 

Подключим в надстройках Excel пакет анализа VBA  и добавим в Настройках ленты  

вкладку Разработчик. Зайдем в редактор VBA через Разработчик, Visual Basic либо сочета-

нием клавиш ALT+F11. 

В окончательном виде созданные формы имеют вид, показанный на рисунке  4.8. На 

рисунке показаны три формы: стартовая форма, форма корреляции и линейной регрессии. 

 

 

 

Рисунок  4.8. Формы стартовая, корреляции и линейной регрессии 
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Для создания форм в редакторе VBA использовались инструменты Insert, UserForm, 

для добавления объектов на формы (поля ввода, подписи, кнопки) использовались инстру-

менты  ToolBox, свойства   объектов Name, Caption настраивались в окне Properties (рис. 

4.9). 

 

 
Рисунок  4.9. Настройка свойств стартовой формы 

 

Стартовая форма FormBegin запускается макросом, записанном в стандартном мо-

дуле Module1 (рис. 4.10).  Для  каждой кнопки  в модулях форм написана  процедура обра-

ботки события. Процедуры кнопок модуля FormBegin аналогичны  и представлены рисунке  

4.10.   

Для кнопок Корреляция, Линейная, Степенная регрессия использовалась автомати-

ческая запись макроса. На рисунке  4.11 представлены процедуры модуля FormCorrel. Из-

начально макрос для выполнения корреляции записывается в стандартном модуле  Module, 

затем код переносится в процедуру модуля формы FormCorrel. При этом следует заменить 

в автоматически созданном коде везде название листа ActivSheet на название листа 

Worksheets("Корреляция(VBA)"), на котором  выполняется корреляция. 
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Рисунок  4.10. Процедуры кнопок модуля FormBegin 

 

  
Рисунок  4.11. Процедуры модуля FormCorrel 

 

Результаты работы приложения представлены на Рисунок  4.12. 
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Рисунок  4.12. Результаты работы приложения 

 

Задание 3. Компонентный анализ 

 

Выполнение задания согласно постановке задачи 1 

Этапы решения задачи 

− Создать m-файл: New, script, имя, например, CompAnCorrFam. 

− Внести исходные данные: предварительно  создатьв рабочем каталоге текстовый 

файл с исходными данными, дав имя, например, lr_Corr_XY_N. 

− Найти X0 и R(X0) (ф-и mean, std, corrcoef). 

− Найти собственные значения и векторы (ф-я eig). 

− Найти матрицу нагрузок P (главных компонент). 

− Найти матрицу счетов T (сжатой матрицы данных). 

− Найти матрицу ошибок E для оценки потерь. 

− Найти матрицу вклада компонент cs. 

 

Создадим файл в Matlab для выполнения компонентного анализа. 

Следует рассмотреть случаи коллинеарных (коррелированных) и неколлинеарных  

факторов и проанализировать возможность сжатия данных в каждом из случаев.  

 

 

Рисунок 4.13. Код для нахождения стандартизованной матрицы X0 исходных данных  
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Рисунок 4.14. Результаты расчетов 

 

 

Рисунок 4.15. Код для вычисления матриц нагрузок P, счетов T, ошибок E 
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Рисунок 4.16. Результаты расчета матрицы счетов T (сжатых данных) 

 

 

Рисунок 4.17. Вычисление матрицы ошибок E 

 Матрица ошибок мала (рис. 4.17), что свидетельствует о возможности сжатия 

данных.  

Проведем оценку вклада компонент. 

 

 

Рисунок 4.18. Код для оценки вклада компонент 
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Рисунок 4.19. Результаты расчета вклада компонент при коллинеарных данных 

Значения переменной «cs» показывают, что две компоненты  достаточны для сохра-

нения исходной информации, так как вклад третьей компоненты нулевой. 

Проведение расчетов с неколлинеарными данными (код программы  аналогичен 

приведенному выше, меняются только исходные данные) показало отсутствие возможно-

сти их сжатия без потери информации, так как матрица ошибок не мала, т.е.  две компо-

ненты не передадут всю информацию.  На рисунке 4.20 приведены матрица ошибок E в 

случае неколлинеарных данных  и матрица вклада компонент cs. 

 

Рисунок 4.20. Расчеты в случае неколлинеарных факторов 
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Задание 4. Кластерный анализ 

Выполнение задания согласно постановке задачи 1 

 Выполнение лабораторной (контрольной работы ЗФО) предполагает использование 

нескольких инструментов Excel  и Matlab/Python. 

Для  понимания сути иерархической  кластеризации выполним ее пошагово для ше-

сти объектов. Исходные данные приведены в следующей таблице. Числовые данные для 

ЗФО с листа «ЗФО Задание КР 4а-б». 

номер объекта 1 2  3 4 5 6 

xi

1  

1

5 6 

 1

5 

1

0 

1

1 10 

xi

2   

1

0 

1

2 

 1

3 9 9 7 

 

 Составим таблицы разностей значений координат  для каждого фактора и вычислим 

матрицу Rij(1)   евклидовых расстояний между объектами (рис.  4.21). 

 

 

 
Рисунок  4.21. Матрица евклидовых расстояний между исходными объектами 

 

Изначально считаем, что шесть объектов  соответствуют шести кластерам. Образуем 

новый седьмой  кластер, объединив 4,5 объекты, так как между ними минимальное рассто-

яние. Составим новую матрицу Rij(2), объединив столбцы 4 и 5.  В новой матрице оставим 

в столбце 4,5 в каждой строке  меньшие из чисел, стоящих в 4 и 5 столбцах   матрицы Rij(1), 

так как расстояния между кластерами определяем по методу ближайшего соседа. При со-

ставлении матрицы учитывайте ее симметричность. 

Далее продолжим образование кластеров  7,8, 9, 10 по тому же принципу. На каждом 

шаге образуется один новый кластер (рис.  4.22). В результате получилось два кластера 

(1,2,3)  (4,5,6) с номерами 9 и 10, между которыми расстояние  равно 5. Если мы объединим  

кластеры 9 и 10 , то получится 11 кластер, объединяющий все изначально заданные объ-

екты. При иерархической кластеризации номер последнего кластера всегда 2n-1, где n -ко-

личество изначально заданных объектов. 
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Рисунок  4.22. Иерархическая кластеризация в Excel 

 

Построим иерархическое дерево бинарных кластеров (дендрограмму) и запищем его 

матрицу (рис 4.23). В первом столбце матрицы нумерация вновь создаваемых кластеров, 

начиная с 7 до 11. Во втором и третьем столбцах номера объединяемых кластеров, в чет-

вертом – расстояние между ними.  Кластеры с номерами 1-6 – это исходные объекты. 

 

 
Рисунок  4.23. Дендрограмма и матрица иерархического дерева 

 бинарных кластеров 

 

Выполним иерархическую кластеризацию и кластеризацию методом к-средних. Это 

можно сделать, используя различные математические пакеты, например, в MatLab, библио-

теки Python и др. Числовые данные для ЗФО с листа «ЗФО Задания КР 4.4а-б». 

 

 

Рисунок 4.24. Код для иерархической кластеризации в Matlab 
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Рисунок 4.25. Код для кластеризации  методом k-средних в Matlab 

  

 

Рисунок 4.26. Визуализация кластеризации в Matlab 
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Приведем пример кода, созданного на Python в интерактивной среде Colab [6] (рис. 

4.27), и результаты кластеризации (рис. 4.28) в соответствии с данными варианта. Исходные 

данные размещены в файле dataCluster.xlsx и предварительно загружены в сессионное хра-

нилище. 

 

 

Рисунок 4.27. Код для проведения кластеризации на Python 

 
Рисунок 4.28. Визуализация кластеризации на Python 

 

Рассматривалось 5 кластеров. Объекты, принадлежащие одному кластеру, имеют 

один цвет. С помощью программы найдены  центры кластеров (на графике изображены 

черным цветом), метки каждого объекта, по которым можно определить, к какому кластеру 

объект принадлежит. 
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Задание 5. Планирование эксперимента  с использованием ОЦКП 

 

 Постановка задачи 2 

 Известно, что результативный признак Y зависит от трех факторов X1,X2,X3, для 

которых известны диапазоны изменения 𝑋𝑖 ∈ [𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛, 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥], 𝑖 = 1,3̅̅ ̅̅ . На основании ортого-

нального центрального композиционного  плана (ОЦКП)  проведены 15 экспериментов, в 

результате которых найдены значения результативного признака Yexp.    

Требуется построить регрессионный полином для функции отклика по ОЦКП и со-

здать программу для прогнозирования значений функции отклика по регрессионному по-

линому. 

Выполнение задания 

Данные варианта вставим на лист рабочей книги. Числовые данные для ЗФО с листа 

«ЗФО Задания КР 5». 

Рассчитаем средние значения  по формулам 𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔 = (𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛 + 𝑋𝑖𝑚𝑎𝑥)/2 (рис. 4.29). 

Для удобства в дальнейших расчетах можно дать имена (alf, a, N, Ncoef) ячейкам в соответ-

ствии со значениями параметров.  

 

 
Рисунок 4.29. Исходные данные  

 

В задании будем использовать ортогональный центральный композиционный план 

(ОЦКП) (см раздел 1.5). Сформируем на листе матрицу основного плана ОЦКП (рис. 4.30) 

в кодированных переменных и рассчитаем матрицу плана в натуральных переменных, ис-

пользуя формулы   

𝑋𝑖
𝑗
= (𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔 − 𝑋𝑖𝑚𝑖𝑛)𝑥𝑖

𝑗
+ 𝑋𝑖𝑎𝑣𝑔. 

Значения их этой матрицы должны использоваться при проведении экспериментов 

для получения столбца значений Yexp. В учебном примере эти значения уже заданы. 
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Рисунок 4.10. Значения факторов в точках плана и значения yexp 

Сформируем на листе расширенную матрицу плана (рис. 4.31), представленную  в 

общем виде, справа припишем столбец значений Yexp. 

 
Рисунок 2.31 

 

Далее следует вычислить коэффициенты 𝑏𝑖полинома регрессии, используя формулы 

из раздела 1.5 

𝑏𝑖 = (∑ 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖
𝑗
  𝑁

𝑗=1 )/ (∑ (𝑥𝑖
𝑗
)
2
  𝑁

𝑗=1 ),  i=0,1, 2, …,10.  N=15. 

  Для этого предварительно рассчитаем в ячейках [B59:L59] суммы квадратов значе-

ний соответствующих столбцов. На рисунке (4.32) показан фрагмент таблицы с формулами. 
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Рисунок 4.32. Вычисление сумм квадратов  ∑ (𝑥𝑖
𝑗
)
2
  𝑁

𝑗=1 ,  i=0,1,2,…10,  N=15 

  

  

Добавим к таблице [A42:M59] дополнительные столбцы N-X, в которых вычисля-

ются  произведения 𝑦𝑗𝑒𝑥𝑝𝑥𝑖
𝑗
   и затем вычисляются 𝑏𝑖  [N59:X59]  путем деления  этих про-

изведений на соответствующие суммы квадратов (рис. 4. 33). Столбцы С-K на рисунке 

скрыты. 

 
Рисунок 4.33. Вычисление коэффициентов полинома регрессии 

 

Далее вычислим Yregr. Используется формула   𝑦 = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖,
𝑘
𝑖=1 , которая для 

ячейки [Y44] приобретает вид 

[Y44]=$N$59*B44+$O$59*C44+$P$59*D44+$Q$59*E44+$R$59*F44+$S$59*G44+$T$59*

H44+$U$59*I44+$V$59*J44+$W$59*K44+$X$59*L44 

В результате расчетов получен следующий регрессионный  полином в кодирован-

ных переменных 

𝑦̂ = 6,79 + 0,82𝑥1 + 0,26𝑥2+0,16𝑥3+0,12𝑥1𝑥2–−0,16𝑥1𝑥3+0,20𝑥2𝑥3+0,15𝑥1𝑥2𝑥3 −  

−0,20(𝑥1
2 − 0,73) − 0,08(𝑥2

2 − 0,73) + 0,3(𝑥3
2 − 0,73)  . 

 

Элементы автоматизации  планирования эксперимента с использованием 

VBA+Excel 
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Добавим в документ, используя средства VBA, форму для  прогнозирования   значе-

ния результативного признака y в зависимости от введенных значений факторов.  

Используя вкладку (рис. 4.34) «РАЗРАБОТЧИК», вставить элемент ActiveX 

«Кнопка» с заголовком «Прогнозирование» на рабочий лист. В нашем  случае название ли-

ста PLExp_00. Это имя будет использоваться в дальнейшем. 

 
Рисунок 4.34. Добавление кнопки «Прогнозирование» 

 

В режиме конструктора (двойной щелчок по кнопке) (рис. 4.35) настроить ее свой-

ства в окне Properties (изменить Caption на «Прогнозирование» ) и написать процедуру об-

работки события (рис. 4.36): по нажатию кнопки вызывается форма прогнозирования Form-

Progn. 

 

 
Рисунок 4.35 
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Рисунок 4.36 

В редакторе VBA (переход ALT+F11 или с вкладки РАЗРАБОТЧИК) создать форму 

FormProgn (Insert→UserForm). Разместить на ней объекты (TextBox, CommandButton,Label) 

с панели Toolbox, как показано на рисунке 4.37.  

 
Рисунок 4.37. Объекты формы «Прогнозирование» 

 

Настроить свойства объектов, используя панель свойств Properties в левом нижнем 

углу. Свойство Name  для каждого элемента будет использоваться в дальнейшем  в коде 

при описании процедур обработки событий. 

В модуле формы FormProgn (окно кода формы вызывается двойным щелчком по 

форме или кнопкой View Code в окне проектов Project) написать две процедуры обработки 

событий, соответствующие нажатию командных кнопок на форме.  
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Рисунок 4.38. Процедура обработки события: нажатия кнопки  

«Рассчитать значения Y» 

 

Расчетный лист Excel,   имя которого используется в коде, имеет название PLExp_00. 

 
Рисунок 4.39. Процедура обработки события: нажатия кнопки «Очистить поля формы» 

  

Проверим работу приложения. Переключимся на лист  PLExp_00 и нажмем кнопку 

«Прогнозирование» (режим Конструктора должен быть отключен). В результате появится 
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созданная форма. Заполним текстовые поля X1,X2,X3. Программа контролирует, чтобы за-

даваемые значения были корректными и принадлежали указанным диапазонам. Далее 

нажимаем кнопку рассчитать и получаем результат (рис. 4.40) Y=6,88. 

 

 
Рисунок 4.40. Результаты  работы приложения «Прогнозирование» 
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